
H28 問 4.

1) f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx, ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kx dx, bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin kx dx.

a)
{
f1(x) = x, − π ≤ x < π

f1(x+ 2π) = f1(x).

この f1(x) に対して,

a0 =
1

π

∫ π

−π

x dx =
1

π

[
1

2
x2

]π
−π

= 0,

ak =
1

π

∫ π

−π

x cos kx dx =
1

π

[
1

k
x sin kx

]π
−π

− 1

k

∫ π

−π

sin kx dx

=
1

π

[
1

k
x sin kx+

1

k2
cos kx

]π
−π

=
2

πk2
,

bk =
1

π

∫ π

−π

x sin kx dx =
1

π

[
−1

k
x cos kx

]π
−π

+
1

k

∫ π

−π

cos kx dx

=
1

π

[
1

k
x sin kx+

1

k2
sin kx

]π
−π

= 0.

以上より,

a0 = 0, ak =
2

πk2
, bk = 0. · · · · · · (答)

b)

f2(x) =


−1, − π ≤ x < −π

2

1, − π
2
≤ x < π

2

−1, π
2
≤ x < π

f2(x+ 2π) = f2(x).

この f2(x) に対して,

a0 =
1

π

(∫ −π/2

−π

(−1) dx+

∫ π/2

−π/2

1 dx+

∫ π

π/2

(−1) dx

)
=

1

π

(
−π

2
+ π − π

2

)
= 0,

ak =
1

π

(∫ −π/2

−π

(− cos kx) dx+

∫ π/2

−π/2

cos kx dx+

∫ π

π/2

(− cos kx) dx

)

=
1

π

[
−1

k
sin kx

]−π/2

−π

+

[
1

k
sin kx

]π/2
−π/2

+

[
−1

k
sin kx

]π/2
π

=
2

πk
sin

πk

2
,

bk =
1

π

(∫ −π/2

−π

(− sin kx) dx+

∫ π/2

−π/2

sin kx dx+

∫ π

π/2

(− sin kx) dx

)

=
1

π

[
1

k
cos kx

]−π/2

−π

+

[
−1

k
cos kx

]π/2
−π/2

+

[
1

k
cos kx

]π/2
π

= − 2

πk
cos kπ.

以上より,

a0 = 0, ak =
2

πk
sin

πk

2
, bk = − 2

πk
cos πk. · · · · · · (答)

院試数学の模範解答を作成します！ 
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c) f(x) = a0
2
+
∑∞

k=1(ak cos kx+ bk sin kx) より,

f(x)2 =
a0

2

4
+

∞∑
k=0

(ak
2 cos2 kx+ bk

2 sin2 kx) +
∑
k ̸=l

akbl cos kx sin kx

であり, ∫ π

−π

a0
2

4
dx =

π

2
a0

2,∫ π

−π

cos2 kx dx =

∫ π

−π

1 + cos 2kx

2
dx =

[
x+ 1

k
sin 2kx

2

]π
−π

= π∫ π

−π

sin2 kx dx =

∫ π

−π

1− cos 2kx

2
dx =

[
x− 1

k
sin 2kx

2

]π
−π

= π∫ π

−π

cos kx sin lx dx =

∫ π

−π

1

2
(sin(k + l)x− sin(k − l)x) dx

=
1

2

[
− 1

k + l
cos(k + l)x− 1

k − l
cos(k − l)x

]π
−π

= 0

であることに注意すれば,∫ π

−π

f(x)2 dx

=

∫ π

−π

a0
2

4
dx+

∞∑
k=0

(
ak

2

∫ π

−π

cos2 kx dx+ bk
2

∫ π

−π

sin2 kx dx
)
+
∑
k ̸=l

akbl

∫ π

−π

cos kx sin lx dx

=
a0

2

2
π +

∞∑
k=0

(ak
2 · π + bk

2 · π) + 0.

よって,
1

π

∫ π

−π

f(x)2 dx =
a0

2

2
+

∞∑
k=0

(ak
2 + bk

2)

を得る. (おわり)

2) a)
g(t) =

∞∑
k=−∞

δ(t− kT ), G(ω) =
2π

T

∞∑
k=−∞

δ(ω − kΩ)

院試数学の模範解答を作成します！ 
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g(t) をフーリエ変換すると∫ ∞

−∞
g(t)e−iωt dt =

∫ ∞

−∞

∞∑
k=−∞

δ(t− kT )e−iωt dt

=
∞∑

k=−∞

∫ ∞

−∞
δ(t− kT )e−iωt dt

=
∞∑

k=−∞

e−iωkT =
∞∑

k=−∞

e−ik(ωT )

= 2π
∞∑

k=−∞

δ(ωT − 2πk)

=
2π

T

∞∑
k=−∞

δ
(
ω − 2π

T
k
)
.

よって

Ω =
2π

T
. · · · · · · (答)

b) Xs(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω − ω′)G(ω′) dω′

=
1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω − ω′) · 2π

T

∞∑
k=−∞

δ
(
ω′ − 2π

T
k
)
dω′

=
1

T

∞∑
k=−∞

∫ ∞

−∞
X(ω − ω′)δ

(
ω′ − 2π

T
k
)
dω′

=
1

T

∞∑
k=−∞

X
(
ω − 2π

T
k
)
. · · · · · · (答)

c) サンプリング定理の仮定を満たしていないことから, エイリアシングが起こり, 元の波形
を再現できない.

π
T

− π
T

1
T
X(0)

ω

院試数学の模範解答を作成します！ 
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